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Аннотация. Задача поиска нормального решения операторного уравнения первого рода
на паре гильбертовых пространств является классической в теории некорректных задач.
В соответствии с теорией регуляризации ее решения аппроксимируются экстремалями
функционала Тихонова. С точки зрения теории задач на условный экстремум эквива-
лентной классической некорректной задаче является задача минимизации функционала,
равного квадрату нормы элемента, с операторным (т. е. задаваемым оператором с бес-
конечномерным образом) ограничением-равенством. В статье обсуждается возможность
регуляризации принципа Лагранжа (ПЛ) в указанной задаче на условный экстремум. Эта
регуляризация представляет собою такую трансформацию ПЛ, которая превращает его в
универсальное средство устойчивого решения некорректных задач в терминах обобщенных
минимизирующих последовательностей (ОМП) и сохраняет основанное на конструкциях
классической функции Лагранжа его «общее структурное устройство». Трансформиро-
ванный ПЛ «содержит» классический аналог в качестве своего предельного варианта при
стремлении номеров элементов ОМП к бесконечности. Обсуждаются как неитеративный,
так и итеративный варианты регуляризации ПЛ. Каждый из них приводит к устойчивому
генерированию ОМП в исходной задаче на условный экстремум из экстремалей регулярно-
го функционала Лагранжа, взятого при значениях двойственной переменной, вырабаты-
ваемой соответствующей процедурой регуляризации двойственной задачи. В заключение
статьи обсуждается взаимосвязь экстремалей функционалов Тихонова и Лагранжа в рас-
сматриваемой классической некорректной задаче.
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Abstract. The problem of finding a normal solution to an operator equation of the first kind
on a pair of Hilbert spaces is classical in the theory of ill-posed problems. In accordance with
the theory of regularization, its solutions are approximated by the extremals of the Tikhonov
functional. From the point of view of the theory of problems for constrained extremum, the
problem of minimizing a functional, equal to the square of the norm of an element, with
an operator equality constraint (that is, given by an operator with an infinite-dimensional
image) is equivalent to the classical ill-posed problem. The paper discusses the possibility of
regularizing the Lagrange principle (LP) in the specified constrained extremum problem. This
regularization is a transformation of the LP that turns it into a universal tool of stable solving ill-
posed problems in terms of generalized minimizing sequences (GMS) and preserves its “general
structural arrangement” based on the constructions of the classical Lagrange function. The
transformed LP “contains” the classical analogue as its limiting variant when the numbers of
the GMS elements tend to infinity. Both non-iterative and iterative variants of the regularization
of the LP are discussed. Each of them leads to stable generation of the GMS in the original
constrained extremum problem from the extremals of the regular Lagrange functional taken at
the values of the dual variable generated by the corresponding procedure for the regularization
of the dual problem. In conclusion, the article discusses the relationship between the extremals
of the Tikhonov and Lagrange functionals in the considered classical ill-posed problem.
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Введение

Основную цель данной статьи автор видит в ответе на вопрос, как, опираясь на класси-
ческое правило множителей Лагранжа или, другими словами, принцип Лагранжа (ПЛ),
можно решать некорректные задачи. Как известно, некорректные задачи составляют в
совокупности огромный класс математических задач, порожденный запросами современ-
ных естественнонаучных приложений. Существует несколько подходов к решению таких
задач. Среди них наибольшую известность получил подход, за которым закрепилось на-
звание метода регуляризации Тихонова [1–4]. Метод регуляризации Тихонова был пред-
ложен для приближенного нахождения нормального (минимального по норме) решения
операторного уравнения первого рода

(IP ) Az = h, z ∈ D ⊆ Z,

где A : Z → H — линейный ограниченный оператор, h ∈ H — заданный элемент, D —
выпуклое замкнутое множество, Z, H — гильбертовы пространства. При этом в самых
первых работах [1] некорректная задача ( IP ) рассматривалась для случая D = Z при
условии, что оператор A является интегральным оператором Фредгольма, а в качестве
Z, H используются пространства суммируемых с квадратом функций.

Основным в теории некорректных задач является понятие регуляризирующего алго-
ритма (оператора) по Тихонову [1–4]. Напомним его. С этой целью введем «приближен-
ную» задачу ( IP )

(IP δ) Aδz = hδ, z ∈ D ⊆ Z,

c линейным ограниченным оператором Aδ : Z → H и заданным элементом hδ ∈ H та-
кими, что ‖Aδ − A0‖ ≤ δ, ‖hδ − h0‖ ≤ δ, A ≡ A0, h ≡ h0. Здесь δ ∈ (0, δ0), δ0 > 0

— числовой параметр, характеризующий степень отклонения исходных данных прибли-
женной задачи ( IP δ ) от исходных данных точной задачи (IP ) = (IP 0). Предположим,
наконец, что задача (IP ) = (IP 0) имеет точное нормальное решение z0 ∈ D.

О п р е д е л е н и е 0.1. Регуляризирующим для задачи ( IP 0 ) называется завися-
щий от δ и действующий во множество D алгоритм (оператор) R(Aδ, hδ, δ), ставящий в
соответствие любой паре исходных данных {Aδ, hδ}, удовлетворяющей оценкам
‖Aδ − A0‖ ≤ δ, ‖hδ − h0‖ ≤ δ, элемент zδ такой, что ‖zδ − z0‖ → 0, δ → 0.

Сам же метод регуляризации (стабилизации) Тихонова указывает конкретный спо-
соб построения регуляризирующего алгоритма, обеспечивающий устойчивое приближен-
ное решение некорректной задачи — операторного уравнения первого рода. Он пред-
полагает разрешимость задачи (IP ) = (IP 0) и заключается [2–4] в отыскании реше-
ний zδ,α(δ) задачи минимизации сглаживающего функционала — функционала Тихонова
M δ,α(δ)(z) ≡ ‖Aδz − hδ‖2 + α(δ)‖z‖2 → min, z ∈ D при условии согласования

δ2/α(δ)→ 0, α(δ)→ 0, δ → 0,

что сводится к решению вариационного неравенства

〈Aδ∗Aδz + α(δ)z − Aδ∗hδ, y − z〉 ≥ 0 ∀ y ∈ D. (0.1)



О НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧАХ И РЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ ПРИНЦИПАХ ЛАГРАНЖА 61

В этом случае для экстремалей zδ,α(δ) функционала Тихонова — приближенных решений
задачи (IP ) = (IP 0), как известно [2–4], имеет место при указанных условиях предельное
соотношение ‖zδ,α(δ) − z0‖ → 0, δ → 0.

Изначально некорректные задачи ставились как задачи отыскания (нормальных) ре-
шений абстрактных операторных уравнений первого рода вида ( IP ) [2]. Такие задачи,
будучи формально эквивалентными задачам минимизации функционала, равного квад-
рату нормы элемента, с операторным (т. е. задаваемым оператором с бесконечномерным
образом) ограничением-равенством, решались тем не менее в классической теории некор-
ректных задач не с помощью правила множителей Лагранжа, хотя при обосновании содер-
жательного смысла метода регуляризации и применялись связанные с этим классическим
правилом соображения эвристического характера [2, гл. 2, § 2, с. 56]. Это обстоятельство
имеет простое объяснение и связано, во-первых, с недостаточной развитостью в шестиде-
сятые годы прошлого века классического правила множителей для задач оптимизации с
операторными ограничениями-равенствами и, во-вторых, со свойствами некорректности
этого классического правила.

В данной работе показывается, что правило множителей Лагранжа как нельзя лучше
подходит для решения задач отыскания (нормальных) решений абстрактных оператор-
ных уравнений первого рода вида (IP ) [2–4], как, впрочем, и многих других некоррект-
ных задач, однако, прежде всего, оно само должно быть регуляризовано. Главная роль в
такой регуляризации принадлежит конструкции классической функции Лагранжа. В ра-
боте: 1) обсуждаются проблемы, связанные с формулированием ПЛ в задаче отыскания
нормальных решений абстрактных операторных уравнений первого рода; 2) обсуждают-
ся два основанных на двойственности варианта регуляризации (внутренней, скрытой),
т. е. регуляризации за счет подходящего выбора двойственной переменной в классической
некорректной задаче, рассматриваемой как задачи условной минимизации с операторным
ограничением-равенством; 3) показывается, что классический ПЛ является предельным
вариантом своих регуляризованных аналогов.

Основное назначение обоих рассматриваемых в статье вариантов (неитеративного и
итеративного) регуляризованного ПЛ — устойчивое генерирование обобщенных миними-
зирующих последовательностей (ОМП) в задаче условной минимизации, эквивалентной
исходной некорректной задаче, из экстремалей (минималей) регулярного функционала
Лагранжа, взятого при значениях двойственной переменной, вырабатываемых соответ-
ствующими вариантами регуляризации двойственной задачи (неитеративной и итератив-
ной). В теории математического программирования применяемые в работе ОМП (см. ниже
определение 2.1) известны под названием обобщенных оптимальных планов [5], в свою оче-
редь, в теории оптимального управления они получили название минимизирующих при-
ближенных решений [6, гл. III]. Благодаря сильной выпуклости целевого функционала
(см. лемму 2.1 ниже) оба варианта регуляризованного ПЛ можно трактовать одновремен-
но как выражаемые в секвенциальной форме необходимые и достаточные условия обыч-
ной оптимальности в этой задаче условной оптимизации. Применяемое в статье понятие
ОМП-образующего (регуляризирующего) алгоритма в этой задаче условной минимизации
(см. ниже определения 2.2, 2.3), подразумевающее сходимость приближенных решений
как «по функции», так и «по ограничениям», можно охарактеризовать как совпадающее с
введенным А.Н. Тихоновым [1,2] классическим понятием регуляризирующего алгоритма
определения 0.1. Последнее объясняется тем фактом, что за счет частного вида задачи
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условной минимизации указанная сходимость «по функции» и «по ограничениям» влечет
и сильную сходимость конструируемой ОМП к точному решению. В заключение статьи
обсуждается взаимосвязь экстремалей функционалов Тихонова и Лагранжа в рассматри-
ваемой классической некорректной задаче ( IP ).

1. ПЛ в задаче решения операторного уравнения как задачи условной
минимизации с ограничением-равенством

Задача нахождения нормального решения операторного уравнения (IP ) может быть
формально записана как эквивалентная задача выпуклого программирования с оператор-
ным ограничением-равенством

(P ) ‖z‖2 → inf, Az = h, z ∈ D ⊆ Z.

В этой связи естественно задаться вопросом: нельзя ли применить для решения некор-
ректной задачи конструкции метода множителей Лагранжа или, другими словами, ПЛ?
Здесь необходимо сразу отметить: а) сами задачи условной оптимизации — это типичные
некорректные задачи [7]; б) свойства некорректности в полной мере присущи и ПЛ [8, 9].
Возникающие на данном пути принципиальные трудности начинаются при попытке фор-
мально записать ПЛ в задаче условной оптимизации (P ), представляющей собою эквива-
лентную запись задачи поиска нормального решения уравнения первого рода ( IP ). При
формальной записи ПЛ можно опереться на два подхода, один из которых имеет дело с
«индивидуальным» ПЛ, т. е. с ПЛ в индивидуальной (не зависящей от параметров) задаче
(см., например, [10, 11]), а другой — с «параметрическим», т. е. с ПЛ в параметрической
(зависящей от параметра) задаче условной минимизации (см., например, [8, 12]). Охарак-
теризуем коротко по отдельности каждый из двух указанных выше подходов в теории ПЛ.

1.1. «Индивидуальный» ПЛ. В этом случае основным объектом исследования явля-
ется обычная или, как можно еще сказать, индивидуальная (не зависящая от параметров)
задача условной оптимизации (P ). Основное предположение индивидуального ПЛ [10,11]
связано с требованием замкнутости образа оператора, задающего равенство.

Применительно к задаче (P ) в случае D = Z классический ПЛ для гладких задач с
равенствами из книги [10, с. 253, 254], см. также [11, с. 12, следствие 1], при условии Z, H

— гильбертовы пространства, формулируется следующим образом.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Если точка z0 есть решение задачи (P ) и R(A) = R(A),

то найдется невырожденный набор (µ0, λ) ∈ R1
+ × H такой, что 2µ0z

0 + A∗λ = 0,

если же при этом R(A) = H, то в последнем равенстве можно считать µ0 > 0. Так
как задача (P ) выпуклая, то в этом случае равенство 2µ0z

0 + A∗λ = 0 эквивалентно
неравенству

L(z0, µ0, λ) ≤ L0(z, µ0, λ) ∀ z ∈ Z, L(z, µ0, λ) ≡ µ0‖z‖2 + 〈λ,Az − h〉.

К сожалению, основное требование R(A) = R(A) этого предложения является доста-
точно жестким, причем, как отмечено в [10, п. 3.2.4, с. 260], невыполнение этого условия
замкнутости может приводить к тому, что ПЛ вовсе не выполняется. Выполнение условия
замкнутости невозможно, например, для вполне непрерывных операторов A [13, с. 225,
теорема 1], «наиболее часто» встречающихся при рассмотрении различных содержатель-
ных некорректных задач [2–4]. В частности, к таким операторам, прежде всего, отно-
сятся различные интегральные операторы. Таким образом, применение индивидуального
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ПЛ [10, 11] в задаче минимизации (P ) встречается с трудностями принципиального ха-
рактера уже при его формальном выписывании.

1.2. «Параметрический» ПЛ. «Параметрический» ПЛ основан на применении ме-
тода возмущений (см., например, [10, п. 3.3.2]). Он предполагает жесткую связь выпол-
нимости всех участвующих в его формулировке соотношений с субдифференциальными
свойствами функции значений задачи условной оптимизации. В нем не нужно знание,
связанное с замкнутостью образа оператора, задающего равенство. Чтобы сформулиро-
вать указанный ПЛ, включим задачу (P ) в семейство аналогичных задач, зависящих от
параметра p ∈ H в ограничении-равенстве

(Pp) ‖z‖2 → inf, Az = h+ p, z ∈ D ⊆ Z.

Задача (P ) включена в это семейство при p = 0, т. е. (P ) = (P0). Решения задачи (Pp)

в случае их существования будем обозначать через z0
p .

Обозначим: Dεp ≡ {z ∈ D : ‖Az − h − p‖ ≤ ε}, ε ≥ 0. Определим классическую
функцию значений задачи (Pp ) формулой β0(p) = inf

z∈D0
p

‖z‖2 ∀ p ∈ H. Определим также

обобщенную функцию значений β : H → R1 ∪ {+∞} посредством соотношений β(p) ≡
β+0(p) ≡ lim

ε→+0
βε(p), βε(p) ≡ inf

z∈Dεp
‖z‖2, βε(p) ≡ +∞, если Dεp = ∅. Так как ‖ · ‖2 — сильно

выпуклый функционал, то справедливо следующее утверждение (см. леммы 1.1, 1.2, 1.3
в [12]).

Лемма 1.1. Функции значений β0, β : H → R1 ∪ {+∞} совпадают, являясь по-
лунепрерывными снизу и выпуклыми. При этом для любого p ∈ H выполнено β(p) ={
‖z0

p‖2, если z0
p существует; +∞ в ином случае

}
.

Справедливо также следующее важное, в контексте настоящей статьи, утверждение о
плотности субдифференцируемости (см., например, [14, теорема 4.3]).

Лемма 1.2. Субдифференциал собственной выпуклой полунепрерывной снизу функ-
ции f : H → R1 ∪ {+∞}, где H — гильбертово пространство, не пуст в точках плот-
ного в dom f множества.

Введем функцию Лагранжа

Lp(z, µ0, λ) ≡ µ0‖z‖2 + 〈λ,Az − h− p〉, Lp(z, 1, λ) ≡ Lp(z, λ), z ∈ D, µ0 ≥ 0, λ ∈ H.

Напомним, что вектором Куна–Таккера задачи (Pp ) называется элемент λ∗ ∈ H, для
которого ‖z0

p‖2 ≤ Lp(z, λ
∗) ∀ z ∈ D. С учетом леммы 1.1 справедливо [8, теорема 2.1],

[12, теорема 1.1] следующее утверждение (см. также замечания 1.1, 1.2 к теореме 1.1 в [12]).

П р е д л о ж е н и е 1.2. [Параметрический недифференциальный ПЛ ] Если
p ∈ H такая точка, что β(p) < +∞, то:

1. Если z0
p ∈ D0

p ≡ {z ∈ D : Az − h − p = 0} — оптимальный элемент в задаче
(Pp), т. е. ‖z0

p‖2 = β(p), и ζ ∈ ∂β(p), где ∂β(p) — субдифференциал в смысле выпуклого
анализа, то для множителя Лагранжа λ ∈ H, λ = −ζ, при µ0 = 1 выполняется
соотношение

Lp(z
0
p , µ0, λ) ≤ Lp(z, µ0, λ) ∀ z ∈ D (1.1)
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и при этом −ζ = λ — вектор Куна–Таккера задачи (Pp).

И, наоборот, если z̃ ∈ D0
p такой элемент, что при некоторых µ0 > 0, λ ∈ H вы-

полняется соотношение (1.1) с заменой z0
p на z̃, то этот элемент оптимален в задаче

(Pp), т. е. z̃ = z0
p , элемент λ/µ0 является вектором Куна–Таккера для нее и одновре-

менно −λ/µ0 ∈ ∂β(p).

2. Если z0
p ∈ D0

p — оптимальный элемент в задаче (Pp), p ∈ ∂ domβ и ζ ∈ ∂∞β(p),

ζ 6= 0, где ∂∞β(p) — сингулярный ( асимптотический ) субдифференциал ( см., напри-
мер, [15] ), определяемый формулой ∂∞β(p) ≡

{
λ ∈ H : (λ, 0) ∈ Nepiβ(p, β(p))

}
, то для

множителя Лагранжа λ ∈ H, λ = −ζ, соотношение (1.1) выполняются при µ0 = 0.

И, наоборот, если z̃ ∈ D0
p — такой элемент, что при µ0 = 0 и некотором λ ∈ H,

λ 6= 0, выполняется соотношение (1.1) с заменой z0
p на z̃, то p ∈ ∂ domβ и одновре-

менно −λ ∈ ∂∞β(p).

З а м е ч а н и е 1.1. Одним из следствий предложения 1.2 является совпадение суб-
дифференциала ∂β(p) с множеством всех векторов Куна–Таккера задачи (Pp) или, что
то же самое, с множеством всех решений двойственной к ней задачи, см. лемму 1.8 в [12].

В отличие от индивидуального ПЛ предложения 1.1 параметрический невырожденный
(регулярный или нерегулярный) ПЛ предложения 1.2 может быть формально записан в
задаче (P ) = (P0) тогда и только тогда, когда имеет место хотя бы одно из двух со-
отношений ∂β(0) 6= ∅, ∂∞β(0) 6= {0}. Однако, к сожалению, проверка выполнимости
нужных субдифференциальных свойств функции значений представляет собою трудную
самостоятельную математическую задачу.

В данном контексте представляет интерес также сравнение двух ПЛ предложений 1.1,
1.2. Для упрощения ситуации рассматриваем задачу (P ) при условии D = Z. Можно
заметить, что условие R(A) = R(A), R(A) 6= H предложения 1.1 влечет наличие нену-
левого элемента в сингулярном субдифференциале ∂∞β(0), что в соответствии с первым
утверждением второй части предложения 1.2 обеспечивает выполнимость нерегулярного
(µ0 = 0 ) ПЛ ( 1.1 ) при D = Z. В то же время условие R(A) = R(A) = H, как мож-
но заметить, обеспечивает непустоту субдифференциала ∂β(0) и, как следствие первого
утверждения первой части предложения 1.2, выполнимость регулярного (µ0 > 0 ) ПЛ
( 1.1 ) при D = Z. Таким образом, условия R(A) = R(A), R(A) 6= H и R(A) = R(A) = H

предложения 1.1 (классического ПЛ для гладких задач с равенствами [10, с. 253, 254]) яв-
ляются достаточными и для применимости соответствующих необходимых условий экс-
тремума предложения 1.2. В то же время можно утверждать, что существует такой обшир-
ный класс задач, например вида (P ), для которого может быть записан невырожденный
классический параметрический ПЛ предложения 1.2 (т. е. в (1.1) набор (µ0, λ) 6= 0), но,
одновременно, не может быть применен ПЛ предложения 1.1 (для гладких задач с равен-
ствами [10, с. 253, 254]). В случае D = Z к таким задачам относятся, например, задачи,
в которых R(A) 6= R(A), но, одновременно, либо ∂∞β(0) 6= {0}, либо ∂β(0) 6= ∅, либо и
то и другое выполняется совместно. Прежде всего, к таким задачам можно отнести зада-
чи с интегральными операторами A, для которых в большом числе важнейших с точки
зрения различных естественнонаучных приложений случаев неравенство R(A) 6= R(A)

выполняется.
Итак, подводя итог сказанному выше в данном разделе, уже при выписывании фор-

мального ПЛ как в «индивидуальном», так и в «параметрическом» вариантах в задаче
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поиска нормального решения операторного уравнения первого рода ( IP ), мы встречаем-
ся с трудностями принципиального характера.

1.3. ПЛ как утверждение о существовании оптимального элемента. Представ-
ляется важным заметить далее, что второе утверждение первой части ПЛ предложения
1.2 можно переписать в форме теоремы существования оптимального элемента с одновре-
менным представлением последнего.

П р е д л о ж е н и е 1.3. [Теорема Куна–Таккера в форме теоремы суще-
ствования оптимального элемента ] Если z̃ ∈ D — такой элемент, что при неко-
тором λ ∈ H выполняются соотношения

z̃ ∈ D0
p, Lp(z̃, λ) ≤ Lp(z, λ) ∀ z ∈ D, Lp(z, λ) ≡ ‖z‖2 + 〈λ,Az − h− p〉, (1.2)

то этот элемент оптимален в задаче (Pp), т. е. z̃ = z0
p , элемент λ является вектором

Куна–Таккера для нее и одновременно −λ ∈ ∂β(p).

Последнее предложение сформулировано как достаточное условие существования оп-
тимального элемента. Оно не требует существования вектора Куна–Таккера в задаче или,
другими словами, не требует непустоты субдифференциала ∂β(p). В то же время, как хо-
рошо известно, нельзя утверждать, что если z̃ ∈ D — оптимальный элемент в задаче (Pp),

то он с необходимостью удовлетворяет при некотором λ неравенству в (1.2). Таким обра-
зом, в этом случае выполнимость двух условий (1.2) при некотором λ ∈ H является лишь
достаточным для существования оптимального элемента, но, вообще говоря, не необхо-
димым. Чтобы они, в совокупности, стали и необходимым условием, надо потребовать
существования вектора Куна–Таккера в задаче (Pp). Важность предложения 1.3 состоит
в том, что оно помогает понять, что регуляризованный ПЛ естественно и целесообразно
формулировать как утверждение о существовании ОМП.

1.4. Некорректность ПЛ. Наряду с трудностями формальной записи ПЛ в обо-
их его отмеченных выше вариантах нас ждет здесь еще одна «неприятность», связанная
со свойствами некорректности задач условной оптимизации, следствием которой явля-
ется и некорректность соответствующего ПЛ. Здесь о некорректности ПЛ мы говорим,
когда имеем в виду его возможные неустойчивость и невыполнимость. Мы говорим о
неустойчивости ПЛ, если выделяемые им в задачах, «близких» к исходной (невозмущен-
ной) задаче элементы, формально ему удовлетворяющие в этих возмущенных задачах,
фактически не являются реальными приближениями к точному решению исходной за-
дачи. Другими словами, при сколь угодно малых возмущениях оптимизационных задач
эти удовлетворяющие «возмущенным» ПЛ элементы могут сколь угодно сильно отли-
чаться как по аргументу, так и по функции от оптимальных элементов невозмущенных
задач (см., например, [8, 9]). В свою очередь, невыполнимость ПЛ в той или иной кон-
кретной задаче условной оптимизации мы понимаем как принципиальную невозможность
записать их для этой задачи в той привычной (классической) форме, в которой принято
записывать условия оптимальности в других задачах данного класса. Простейший пример
невыполнимости ПЛ в задаче выпуклого, а точнее говоря, линейного программирования
с ограничением-равенством в бесконечномерном пространстве, можно найти в [10, с. 260],
другие содержательные примеры см. в [8,9]. Отметим, что в некотором смысле родствен-
ной случаю невыполнимости ПЛ является ситуация, когда мы просто не можем сказать
выполняется ПЛ или нет. В частности, это может быть тогда, когда мы затрудняемся с
проверкой условий предложений 1.1, 1.2.
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2. Регуляризация ПЛ, понятие регуляризирующего алгоритма в задаче
условной минимизации, экстремали функционала Лагранжа

Оказывается, что внутренний потенциал классического правила множителей Лагран-
жа таков, что при соответствующей конструктивной коррекции-регуляризации оно эффек-
тивно трансформируется в универсальное средство практического решения некорректных
задач. Центральную роль ниже при рассмотрении задач (P ), (Pp ) будет играть понятие
обобщенной минимизирующей последовательности (ОМП). Напомним его.

О п р е д е л е н и е 2.1. ОМП в задаче (Pp ) называется последовательность элемен-
тов zk ∈ D, k = 1, 2, . . . , такая, что выполняются соотношения ‖zk‖2 → β(p), zk ∈ Dεkp ,
k → ∞, для некоторой сходящейся к нулю последовательности εk, k = 1, 2, . . . , неотри-
цательных чисел.

В силу дифференцируемости по Фреше функционала ‖ · ‖2 справедлива следующая
лемма, доказательство которой проходит по стандартной схеме, основанной на слабой ком-
пактности ограниченного замкнутого выпуклого множества и слабой полунепрерывности
снизу непрерывного выпуклого функционала в гильбертовом пространстве.

Лемма 2.1. Пусть β(p) < +∞. Тогда для любой ОМП zk, k = 1, 2, . . . , в разрешимой
единственным образом в этом случае задаче (Pp) справедливо предельное соотношение
zk → z0

p , k →∞.

Далее в данном разделе мы получим так называемые регуляризованные ПЛ, которые:
а) сохраняют структурное устройство классического аналога; б) формулируются в терми-
нах ОМП, т. е. носят секвенциальный характер; в) представляют собою регуляризирующие
алгоритмы. Здесь понятие регуляризирущего алгоритма в задаче условной оптимизации
определяется следующим образом [16]. Для формулировки и доказательства регуляри-
зованных ПЛ опять воспользуемся методом возмущений и перейдем к параметрической
задаче минимизации. Рассматриваем наряду с задачей (Pp) и задачу

(P δ
p ) ‖z‖2 → inf, Aδz = hδ + p, z ∈ D ⊆ Z,

где Aδ : Z → H — линейный ограниченный оператор, норма ‖Aδ‖ которого ограничена
сверху некоторым не зависящим от δ ∈ [0, δ0] числом, hδ ∈ H — заданный элемент,
δ0 > 0 — некоторое фиксированное число, D — выпуклое замкнутое множество, Z, H —
гильбертовы пространства. Полагаем, как и выше, (P 0

p ) = (Pp), A
0 = A, h0 = h. Верхний

индекс δ в исходных данных задачи (P δ
p ) означает, что эти данные являются точными

( δ = 0 ) или возмущенными ( δ > 0 ), т. е. задаются с определяемой оценками

‖(Aδ − A0)z‖ ≤ Cδ(1 + ‖z‖) ∀ z ∈ Z, ‖hδ − h0‖ ≤ Cδ, (2.1)

где C > 0 не зависит от δ, ошибкой, величину которой и характеризует число δ ∈ [0, δ0].

Соответственно, задачу (P 0
p ) называем точной, задачу (P δ

p ) при δ > 0 — возмущенной.
Как и ранее, обозначим единственное решение задачи (P 0

p ), в случае его существования,
через z0

p .

О п р е д е л е н и е 2.2. Зависящий от параметра δ ∈ (0, δ0) оператор R(·, ·, δ), ста-
вящий в соответствие каждой паре исходных данных Aδ, hδ, удовлетворяющих оценкам
(2.1), элемент R(Aδ, hδ, δ) ≡ zδ ∈ D такой, что ‖zδ‖2 → β(p), ‖A0zδ − h0− p‖ → 0, δ → 0,

называется регуляризирующим в задаче (P 0
p ) = (Pp).
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З а м е ч а н и е 2.1. Определения регуляризирующих алгоритмов для задач мате-
матического программирования с конечным числом функциональных ограничений типа
равенства и неравенства можно найти, например, в [7, гл. 9]. Эти определения даны в слу-
чае задач первого типа (т. е. задач, в которых ищется только нижняя грань, см. [7, гл. 9,
с. 802]) и второго типа (т. е. задач, в которых ищется и нижняя грань и оптимальный
элемент, см. [7, гл. 9, с. 837]). С формальной точки зрения данное выше определение
2.2 занимает промежуточное положение между двумя указанными выше определения-
ми [7, гл. 9]. В отличие от определения [7, гл. 9, с. 802] в определении 2.2 речь идет не
только о приближении к нижней грани задачи, но и, параллельно, о выполнении «в пре-
деле» ее ограничений с одновременным представлением «сходящихся» при δ → 0 как по
функции, так и по «ограничениям» элементов R(Aδ, hδ, δ) ≡ zδ ∈ D. В то же время, в
отличие от определения [7, гл. 9, с. 837], в определении 2.2 не идет речь о какой либо схо-
димости (сильной, слабой) при δ → 0 самих элементов семейства R(Aδ, hδ, δ) ≡ zδ ∈ D к
какому-либо конкретному элементу, например, к точному решению задачи (P 0

p ) в случае
существования последнего. Такая сходимость (сильная, слабая) является уже следствием
как того факта, что элементы R(Aδ, hδ, δ) ≡ zδ ∈ D при δ → 0 сходятся одновремен-
но и по функции и по «ограничениям», так и дополнительных свойств исходных данных
задачи.

Так как основной нашей целью является построение ОМП в задаче (P 0
p ), а семейство

{zδ ∈ D : δ ∈ (0, δ0]} из определения 2.2 не является последовательностью, то помимо
введенного выше определения регуляризирующего оператора в задаче (P 0

p ) введем его
«след» — определение ОМП-образующего оператора в задаче (P 0

p ).

О п р е д е л е н и е 2.3. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю после-
довательность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, ·, δk),
ставящий в соответствие каждому набору исходных данных (Aδ

k
, hδ

k
), удовлетворяющих

оценкам (2.1) при δ = δk, элемент zδ
k ∈ D, называется ОМП-образующим в задаче (P 0

p ),

если последовательность zδ
k
, k = 1, 2, . . . , есть ОМП в этой задаче.

Автор придерживается точки зрения, в соответствии с которой задачи условной оп-
тимизации занимают свое особое место в общей теории некорректных задач, и по этой
причине для них естественно введение соответствующего специфического понятия регу-
ляризирующего алгоритма.

Здесь представляется уместным сравнить на примере двух простейших и эквивалент-
ных задач ( IP ) и (P ) = (P 0) = (P 0

0 ) два определения 0.1 и 2.2 регуляризирующего
алгоритма. Прежде всего заметим, что в соответствии с определением 0.1 строится семей-
ство элементов zδ ∈ D, δ ∈ (0, δ0), такое, что ‖zδ − z0‖ → 0, δ → 0. В то же время, в
соответствии с определением 2.2 мы имеем дело с семейством z̄δ ∈ D, δ ∈ (0, δ0), таким,
что ‖z̄δ‖2 → β = ‖z0‖2, ‖A0z̄δ−h0‖ → 0, δ → 0. Но, как легко заметить в силу леммы 2.1,
для семейства z̄δ ∈ D, δ ∈ (0, δ0) выполняется и предельное соотношение ‖z̄δ − z0‖ → 0,

δ → 0. Это означает, что любое такое семейство элементов, удовлетворяющее всем соотно-
шениям определения 0.1, удовлетворяет и всем соотношениям определения 2.2. С другой
стороны, рассуждая в обратную сторону, очевидно, что любое семейство элементов, удо-
влетворяющее всем соотношениям определения 2.2, удовлетворяет и всем соотношениям
определения 0.1. Таким образом, применительно к двум простейшим эквивалентным за-
дачам ( IP ) и (P ) эти определения можно считать эквивалентными.
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В то же время, сравнивая два определения 0.1 и 2.2, необходимо сказать следующее.
Когда доказывается сходимость алгоритма регуляризации по Тихонову [3, гл. 1, теоре-
ма 1], [4, теорема 3.1], то прежде всего конструируется семейство элементов zδ ∈ D,
δ ∈ (0, δ0), такое, что ‖zδ‖2 ≤ ‖z0‖2+ψ(δ), ‖A0zδ−h0‖ ≤ φ(δ), ψ(δ)→ 0, φ(δ)→ 0, δ → 0,

а затем из этих двух соотношений на основе классических теорем о слабой компактности
замкнутого шара и полунепрерывности снизу непрерывного выпуклого функционала в
гильбертовом пространстве выводится слабая сходимость элементов zδ к z0 при δ → 0

и сходимость норм ‖zδ‖ → ‖z0‖, δ → 0, что, благодаря H -свойству гильбертова про-
странства, приводит к сильной сходимости zδ → z0, δ → 0. Другими словами, указанное
доказательство, прежде всего, обеспечивает построение ОМП в задаче условной миними-
зации (P ), эквивалентной исходной некорректной задаче ( IP ). Та же идея построения
ОМП лежит и в основе определения регуляризирующего алгоритма 2.2. Как оказывает-
ся, регуляризация ПЛ обеспечивает такое построение при минимальных требованиях к
исходным данным задач условной минимизации. Последнее объясняется тем, что такая
важная трансформация привычного ПЛ оказалась возможной благодаря применению в
задаче условной оптимизации основанных на двойственности подходов к регуляризации.
Опора на теорию двойственности в совокупности с идеей регуляризации двойственной
задачи позволяет при построении ОМП обходиться минимумом условий на задачу.

Введем необходимые обозначения: Dδ,εp ≡ {z ∈ D : ‖Aδz − hδ − p‖ ≤ ε}, ε ≥ 0,

Lδp(z, λ) ≡ ‖z‖2 + 〈λ,Aδz − hδ − p〉, V δ
p (λ) ≡ min

z∈D
Lδp(z, λ)

и определим экстремаль (минималь)

zδ[λ] ≡ argmin{Lδp(z, λ), z ∈ D}

функционала Лагранжа Lδp(z, λ), z ∈ D, а также двойственную к (P 0
p ) задачу

V 0
p (λ)→ sup, λ ∈ H, V 0

p (λ) ≡ min
z∈D

L0
p(z, λ).

Ниже при доказательстве регуляризованных ПЛ нам понадобятся следующие две свя-
занные с двойственной задачей оценки.

Лемма 2.2. Справедлива оценка ‖zδ[λ]− z0[λ]‖ ≤ C
√
δ(1 + ‖λ‖), где C > 0 — посто-

янная, не зависящая от δ и λ ∈ H.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функционал ‖z‖2 + 〈λ,Aδz〉, z ∈ D сильно выпук-
лый при λ ∈ H и его постоянная сильной выпуклости равна 1, то можно утверждать,
что благодаря известной оценке для сильно выпуклых функционалов (см., например,
[7, теорема 8.2.10]) выполнено

‖zδ[λ2]− zδ[λ1]‖2 ≤ ‖zδ[λ2]‖2 + 〈λ1, Aδzδ[λ2]〉 − (‖zδ[λ1]‖2 + 〈λ1, Aδzδ[λ1]〉),

‖zδ[λ1]− zδ[λ2]‖2 ≤ ‖zδ[λ1]‖2 + 〈λ2, Aδzδ[λ1]〉 − (‖zδ[λ2]‖2 + 〈λ2, Aδzδ[λ2]〉).

Складывая эти два неравенства, получаем в силу условий на исходные данные для неко-
торой постоянной K > 0, которая не зависит от λ ∈ H и δ ∈ [0, δ0]

2‖zδ[λ2]− zδ[λ1]‖2 ≤ 〈λ1 − λ2, Aδzδ[λ2]− Aδzδ[λ1]〉 ≤ K‖λ1 − λ2‖‖zδ[λ2]− zδ[λ1]‖
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или
‖zδ[λ1]− zδ[λ2]‖ ≤ (K/2)‖λ1 − λ2‖.

Следствием последней оценки является оценка

‖zδ[λ]‖ ≤ ‖zδ[λ]− zδ[0]‖+ ‖zδ[0]‖ ≤ K

2
‖λ‖+ ‖zδ[0]‖ ≤ K̃(1 + ‖λ‖), (2.2)

где zδ[0] ≡ argmin{‖z‖2, z ∈ D} и K̃ > 0 не зависит от λ ∈ H.
Далее, благодаря опять же сильной выпуклости с постоянной 1 функционала ‖ · ‖2 и,

как следствие, функционала Lδ, можем записать две оценки (см. [7, теорема 8.2.10])

‖zδ[λ]− z0[λ]‖2 ≤ ‖z0[λ]‖2 + 〈λ,Aδz0[λ]− hδ〉 − (‖zδ[λ]‖2 + 〈λ,Aδzδ[λ]− hδ〉),

‖zδ[λ]− z0[λ]‖2 ≤ ‖zδ[λ]‖2 + 〈λ,A0zδ[λ]− h0〉 − (‖z0[λ]‖2 + 〈λ,A0z0[λ]− h0〉).
Складывая эти два неравенства и пользуясь оценками (2.1), получаем неравенство

2‖zδ[λ]− z0[λ]‖2 ≤ 〈λ,Aδz0[λ]− A0z0[λ]〉+ 〈λ,A0zδ[λ]− Aδzδ[λ]〉 ≤
Cδ‖λ‖(1 + ‖z0[λ]‖) + Cδ‖λ‖(1 + ‖zδ[λ]‖).

(2.3)

Из оценок (2.3) и (2.2) получаем неравенство 2‖zδ[λ] − z0[λ]‖2 ≤ C1δ(1 + ‖λ‖)2, где
C1 > 0 — некоторая не зависящая от δ постоянная, следствием которого и является
оценка из утверждения леммы.

Лемма 2.3. Пусть ‖zδ[λ]‖ ≤ M и ‖z0[λ]‖ ≤ M и M не зависит от δ. Тогда
|V δ
p (λ)− V 0

p (λ)| ≤ Cδ‖λ‖, где постоянная C > 0 зависит от M, но не зависит от p

и δ, а также от λ ∈ H таких, что ‖zδ[λ]‖ ≤M и ‖z0[λ]‖ ≤M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим без ограничения общности рассуждений, что
V δ
p (λ) ≥ V 0

p (λ). Тогда можем записать следующую цепочку равенств и неравенств с
SM ≡ {z ∈ Z : ‖z‖ ≤M}

|V δ
p (λ)− V 0

p (λ)| = V δ
p (λ)− V 0

p (λ) = V δ
p (λ)− inf

z∈D∩SM
(L0

p(z, λ)− Lδp(z, λ) + Lδp(z, λ)) ≤

V δ
p (λ)− V δ

p (λ)− inf
z∈D∩SM

(L0
p(z, λ)− Lδp(z, λ)) = − inf

z∈D∩SM
(L0

p(z, λ)− Lδp(z, λ)) ≤

sup
z∈D∩SM

|Lδp(z, λ)− L0
p(z, λ)|,

очевидным следствием которой, с учетом оценок (2.1), и является доказываемая оценка.

2.1. Двойственная регуляризация и итеративная двойственная регуляриза-
ция, экстремали функционала Лагранжа. Опишем методы двойственной регуляри-
зации и итеративной двойственной регуляризации [17,18] устойчивого построения в зада-
че (P 0

p ) ОМП из экстремалей функционала Лагранжа и сформулируем соответствующие
теоремы сходимости для них, доказательство которых можно найти в указанных рабо-
тах [17,18], а также в [8].

Метод двойственной регуляризации. Обозначим через λδ,αp единственную в H

точку, дающую максимум функционалу Тихонова Rδ,α
p (λ) ≡ V δ

p (λ) − α‖λ‖2, λ ∈ H, т. е.
его экстремаль. Пусть выполняется условие согласования

δ

α(δ)
→ 0, α(δ)→ 0, δ → 0. (2.4)

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.1. Пусть задача (P 0
p ) разрешима. Тогда вне зависимости от того, разре-

шима или нет двойственная к (P 0
p ) задача, при условии согласования (2.4) выполняются

соотношения

α(δ)‖λδ,α(δ)
p ‖2 → 0, ‖zδ[λδ,α(δ)

p ]‖2 → ‖z0
p‖2, A0zδ[λδ,α(δ)

p ]− h0 − p→ 0,

〈λδ,α(δ)
p , Aδzδ[λδ,α(δ)

p ]− hδ − p〉 → 0, δ → 0,

и, как следствие (благодаря дифференцируемости по Фреше функционала ‖ · ‖2 ), пре-
дельное соотношение (см. лемму 2.1)

‖zδ[λδ,α(δ)
p ]− z0

p‖ → 0, δ → 0. (2.5)

Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная задача,
алгоритм двойственной регуляризации является регуляризирующим в смысле определе-
ния 2.2 и, более того, справедливо предельное соотношение (2.5). Одновременно спра-
ведливо и предельное соотношение V 0

p (λ
δ,α(δ)
p ) → sup

λ∈H
V 0
p (λ) = ‖z0

p‖2, δ → 0. Если же

двойственная к (P 0
p ) задача разрешима, то имеет место сходимость λ

δ,α(δ)
p → λ0

p при
δ → 0, где λ0

p ∈ H есть ее нормальное решение.

З а м е ч а н и е 2.2. Можно показать, что в качестве регуляризованной возмущен-
ной двойственной задачи в методе двойственной регуляризации может быть взята задача
V δ
p (λ) − α(δ)‖λ − λ̃‖2 → sup, λ ∈ H, где λ̃ ∈ H — произвольный фиксированный эле-

мент. Тогда, в соответствии с классической теорией тихоновской стабилизации (см., напри-
мер, [7, гл. 9, § 4]), в этом случае в качестве предельной точки λ0

p предельного соотношения
λ
δ,α(δ)
p → λ0

p при δ → 0 выступает элемент, доставляющий минимальное значение функ-
ционалу ‖λ − λ̃‖2, λ ∈ H среди всех решений двойственной к (P 0

p ) задачи. При этом
все полученные выше результаты, связанные с процедурой двойственной регуляризации,
сохраняют силу.

Метод итеративной двойственной регуляризации. Введем в рассмотрение ите-
рационный процесс

λ
k+1

p = λ
k

p + βk(Aδ
k

zδ
k

[λ
k

p]− hδ
k − p)− 2βkαkλ

k

p, k = 1, 2, . . . , λ
1

p ∈ H (2.6)

с условиями согласования: αk > 0, βk > 0, lim
k→∞

(δk + αk + βk) = 0,

αk

αk+1
≤ C0,

|αk+1 − αk|
(αk)3βk

→ 0,
βk

(αk)3
→ 0,

δk

(αk)6
→ 0,

∞∑
k=1

αkβk = +∞. (2.7)

З а м е ч а н и е 2.3. Последовательности αk и βk, k = 1, 2, . . . , удовлетворяющие
соотношениям (2.7), существуют. Например, в этом качестве можно использовать после-
довательности αk = k−1/6, βk = k−1/(5/3), k = 1, 2, . . . .

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.2. Пусть задача (P 0
p ) разрешима и выполняются условия согласования

(2.7). Тогда вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0
p ) задача,

для генерируемой итерационным процессом (2.6) последовательности λ
k
, k = 1, 2, . . .

выполняются предельные соотношения

αk‖λkp‖ → 0, ‖zδk [λkp]‖2 → ‖z0
p‖2, A0zδ

k

[λ
k

p]− h0 − p→ 0,

〈λkp, Aδ
k

zδ
k

[λ
k

p]− hδ
k − p〉 → 0, δk → 0, k →∞.

Как следствие, справедливо и предельное соотношение

‖zδk [λkp]− z0
p‖ → 0, k →∞. (2.8)

Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная зада-
ча, алгоритм итеративной двойственной регуляризации является ОМП-образующим
и, более того, справедливо предельное соотношение (2.8). Одновременно с указанными
предельными соотношениями выполняется и предельное соотношение lim

δk→+0
V 0
p (λ

k

p) =

sup
λ∈H

V 0
p (λ) = ‖z0

p‖2. Если двойственная к (P 0
p ) задача разрешима, то имеет место схо-

димость λ
k

p → λ0
p, k →∞, где λ0

p ∈ H есть ее решение с минимальной нормой.

Эта теорема снабжается регуляризирующим правилом останова итерационного процес-
са (2.6) в случае, когда исходные данные оптимизационной задачи задаются с определен-
ной фиксированной (конечной) погрешностью δ > 0. Пусть числовые последовательности
δk, αk, βk, k = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяют условиям (2.7). Зафиксируем следующее пра-
вило останова итерационного процесса (2.6)

λ
k+1

p = λ
k

p + βk(Aδzδ[λ
k

p]− hδ − p)− 2βkαkλ
k

p, k = 1, 2, . . . ; λ
1

p ∈ H, (2.9)

при фиксированном конечном уровне погрешности δ > 0 : при каждом δ > 0, δ ≤ δ1, ите-
рации продолжаются до такого наибольшего номера k = k(δ), при котором выполняются
неравенства

δk ≥ δ, k = 1, 2, . . . , k(δ). (2.10)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.3. Вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0
p )

задача, справедливы предельные соотношения

‖zδ[λk(δ)

p ]‖2 → ‖z0
p‖2, A0zδ[λ

k(δ)

p ]− h0 − p→ 0

и, как следствие, предельное соотношение ‖zδ[λk(δ)

p ]−z0
p‖ → 0, δ → 0, где λ

k(δ)

p — резуль-
тат k(δ) итераций итерационного процесса (2.9) с правилом останова (2.10). Другими
словами, указанное правило останова порождает регуляризирующий алгоритм в смысле
определения 2.2 в задаче (P 0

p ).

З а м е ч а н и е 2.4. В итерационных процедурах (2.6), (2.9) регуляризирующий до-
бавок −2βkαkλ̄k можно заменить на −2βkαk(λ̄k − λ̃), где λ̃ ∈ H — произвольный фик-
сированный элемент. При этом все утверждения, связанные с методом итеративной двой-
ственной регуляризации, останутся в силе. В то же время, как и в случае метода двой-
ственной регуляризации, в этой ситуации, если двойственная к (P 0

p ) задача разрешима,
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то в качестве предела последовательности λ̄kp, k = 1, 2, . . . в предельном соотношении
λ
k

p → λ0
p, k → ∞ также выступает точка λ0

p ∈ H, доставляющая минимальное значение
функционалу ‖λ− λ̃‖2, λ ∈ H среди всех решений двойственной к (P 0

p ) задачи.

2.2. Регуляризованные ПЛ в «простейшей» задаче выпуклого программи-
рования. Сформулируем и докажем в данном разделе регуляризованные ПЛ для задачи
(P 0

p ). Приводимые ниже доказательства основаны на сформулированных в предыдущем
разделе теоремах сходимости 2.1, 2.2, 2.3 методов двойственной регуляризации и итера-
тивной двойственной регуляризации с правилом останова итерационного процесса [17,18].

Формулируемые ниже регуляризованные ПЛ, которые можно также именовать регуля-
ризованными теоремами Куна–Таккера (используемая функция Лагранжа регулярна) для
задачи (P 0

p ), имеют вид утверждений о необходимых и достаточных условиях существо-
вания ограниченной ОМП в задаче и о возможности аппроксимации решения z0

p точками
минимума ее регулярной функции Лагранжа. Учитывая лемму 2.1, их можно трактовать
одновременно как необходимые и достаточные условия обычной оптимальности в задаче
(P 0

p ), выраженные, однако, в секвенциальной форме. Одновременно в формулируемых
ниже теоремах конструктивно предъявляются конкретные ОМП, аппроксимирующие ре-
шение z0

p и состоящие из указанных точек минимума регулярной функции Лагранжа.

Теорема 2.4. [Регуляризованный ПЛ ] Пусть задана произвольная последова-
тельность сходящихся к нулю положительных чисел δk, k = 1, 2, . . . . Тогда вне за-
висимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0

p ) задача, для существова-
ния ограниченной ОМП в задаче (P 0

p ) необходимо и достаточно, чтобы существовала
последовательность λk ∈ H, k = 1, 2, . . . , такая, что выполняются соотношения

δk‖λk‖2 → 0, zδ
k

[λk] ∈ Dδk,εkp , εk → 0, 〈λk, Aδkzδk [λk]− hδk − p〉 → 0, k →∞, (2.11)

а последовательность zδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . была ограничена. Эта последовательность

zδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . , является искомой ОМП в задаче (P 0

p ).

Другими словами, зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, ·, δk), ставящий в
соответствие каждому набору исходных данных (Aδ

k
, hδ

k
), удовлетворяющих оценкам

(2.1) при δ = δk, элемент R(Aδ
k
, hδ

k
, δk) = zδ

k
[λk] ∈ D, является ОМП-образующим;

причем в силу дифференцируемости по Фреше целевого функционала ‖ · ‖2 имеет место
и сильная сходимость zδ

k
[λk]→ z0

p , k →∞.
Кроме того, выполняется предельное соотношение

V 0
p (λk)→ sup

λ∈H
V 0
p (λ) = ‖z0

p‖2. (2.12)

В случае существования ограниченной ОМП и разрешимости двойственной к (P 0
p ) за-

дачи, т. е. в случае ∂β(p) 6=∅ можно без ограничения общности считать, что λk→λ0
p,

k → ∞, где λ0
p ∈ H есть любое наперед выбранное фиксированное решение указанной

двойственной задачи (в частности, нормальное, т. е. минимальное по норме).
В качестве последовательности λk ∈ H, k = 1, 2, . . . , может быть взята последо-

вательность λ
δk,α(δk)
p , k = 1, 2, . . . , δk/α(δk) → 0, k → ∞, генерируемая алгоритмом

двойственной регуляризации теоремы 2.1 с учетом замечания 2.2, в соответствии с
которым: λδ,α(δ)

p ≡ argmax{V δ
p (λ) − α(δ)‖λ − λ̃‖2, λ ∈ H}, δ/α(δ) → 0, α(δ) → 0, δ → 0,

λ̃ ∈ H — произвольный фиксированный элемент. В случае разрешимости двойственной
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к (P 0
p ) задачи λ

δ,α(δ)
p → λ0

p, δ → 0, где в качестве λ0
p ∈ H может быть взято ее любое

наперед выбранное и фиксированное решение (такая сходимость достигается за счет
произвола в выборе λ̃ ∈ H ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства необходимости, прежде всего, заметим,
что задача (P 0

p ) разрешима благодаря существованию ограниченной ОМП. Теперь вы-
полнимость соотношений (2.11), (2.12) теоремы вытекает из теоремы 2.1, если в качестве
точек λk и zδ

k
[λk] взять соответственно точки λ

δk,α(δk)
p и zδ

k
[λ
δk,α(δk)
p ], k = 1, 2, . . . .

Для доказательства достаточности заметим, прежде всего, что задача (P 0
p ) разре-

шима ввиду включения zδ
k
[λk] ∈ Dδk,εkp , ограниченности последовательности zδ

k
[λk],

k = 1, 2, . . . , и условий на исходные данные задачи (P 0
p ). Далее, так как точка zδ

k
[λk]

минимизирует функционал Lδ
k

p (·, λk), можем записать

‖zδk [λk]‖2 + 〈λk, Aδkzδk [λk]− hδk − p〉 ≤ ‖z‖2 + 〈λk, Aδkz − hδk − p〉 ∀ z ∈ D.

В силу условий теоремы отсюда следует, что

‖zδk [λk]‖2 ≤ ‖z‖2 + 〈λk, Aδkz − hδk − p〉+ ψk ∀ z ∈ D, ψk → 0, k →∞.

Положим здесь z = z0 и используем условие согласования δk‖λk‖ → 0, k → ∞. Тогда
получаем ‖zδk [λk]‖2 ≤ ‖z0

p‖2 + ψ̃k, ψ̃k → 0, k → ∞. Так как одновременно мы имеем
включение zδ

k
[λk] ∈ Dδk,εkp , а, следовательно, и zδ

k
[λk] ∈ D0,ε̄k

p , ε̄k → 0, k → ∞, то
можем утверждать, что последовательность zδ

k
[λk], k = 1, 2, . . . , является ОМП в за-

даче (P 0
p ) и, более того, zδ

k
[λk] → z0

p , k → ∞. Далее, так как последовательность
zδ

k
[λk], k = 1, 2, . . . ограничена, то в силу оценки леммы 2.2 и предельного соотношения

δk‖λk‖2 → 0, k → ∞ последовательность z0[λk], k = 1, 2, . . . также ограничена. Одно-
временно в силу равномерной по k = 1, 2, . . . ограниченности элементов zδ

k
[λk], z0[λk] и

оценки леммы 2.3 получаем предельное соотношение V δk

p (λk)− V 0
p (λk)→ 0, k →∞. Так

как при этом в силу доказанной сходимости zδ
k
[λk] → z0

p , k → ∞ и третьего из усло-
вий (2.11) имеет место сходимость V δk

p (λk) → ‖z0
p‖2, k → ∞, то получаем окончательно

V 0
p (λk)→ sup

λ∈H
V 0
p (λ) = ‖z0

p‖2.

В отличие от теоремы 2.4, в формулируемой ниже теореме одновременное конструк-
тивное предъявление конкретной ОМП, аппроксимирующей решение z0

p и состоящей из
точек минимума регулярной функции Лагранжа, основано на итерационной процедуре ре-
гуляризованного градиентного подъема в процессе максимизации целевого функционала
V 0
p двойственной задачи.

Теорема 2.5. [Регуляризованный итерационный ПЛ ] Для того чтобы в зада-
че ( P 0

p ) существовала ограниченная ОМП (и, следовательно, сильно сходилась к z0
p ),

необходимо и достаточно, чтобы для последовательности λ
k ∈ H, k = 1, 2, . . . , порож-

даемой итерационным процессом

λ
k+1

p = λ
k

p + βk(Aδ
k

zδ
k

[λ
k

p]− hδ
k − p)− 2βkαk(λ

k

p − λ̃), k = 1, 2, . . . , λ
1

p ∈ H, (2.13)

где λ̃ ∈ H — произвольный фиксированный элемент, с условиями согласования (2.7)
выполнялись соотношения

zδ
k

[λ
k

p] ∈ Dδ
k,εk

p , εk → 0, 〈λk, Aδkzδk [λkp]− hδ
k − p〉 → 0, k →∞, (2.14)



74 М.И. Сумин

а последовательность zδ
k
[λ
k

p], k = 0, 1, . . . была ограниченной. Эта последовательность
zδ

k
[λ
k

p], k = 1, 2, . . . , является искомой ОМП в задаче (P 0
p ).

Другими словами, зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, ·, δk), ставящий в
соответствие каждому набору исходных данных (Aδ

k
, hδ

k
), удовлетворяющих оценкам

(2.1) при δ = δk, элемент R(Aδ
k
, hδ

k
, δk) = zδ

k
[λ
k

p] ∈ D, является ОМП-образующим,
причем в силу дифференцируемости по Фреше целевого функционала ‖ · ‖2 имеет место
и сильная сходимость zδ

k
[λ
k

p]→ z0
p , k →∞.

Одновременно выполняется и предельное соотношение

V 0
p (λ

k

p)→ sup
λ∈H

V 0
p (λ) = ‖z0

p‖2, k →∞. (2.15)

В случае разрешимости двойственной к (P 0
p ) задачи, т. е. если ∂β(p) 6= ∅, λ

k

p → λ0
p,

k →∞, где в качестве λ0
p ∈ H выступает точка, доставляющая минимальное значение

функционалу ‖λ − λ̃‖2, λ ∈ H, среди всех решений двойственной к (P 0
p ) задачи. Таким

образом, в случае разрешимости двойственной к (P 0
p ) задачи в качестве точки к кото-

рой сходится последовательность λ
k

p, k = 1, 2, . . . , за счет произвола в выборе λ̃ ∈ H
может быть взято любое ее наперед выбранное и фиксированное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства необходимости заметим, прежде всего,
что задача (P 0

p ) разрешима в силу существования ограниченной ОМП и условий на ее
исходные данные. Поэтому предельные соотношения (2.14), (2.15) доказываемой теоремы
являются следствиями теоремы 2.2 при учете замечания 2.4.

Далее, для доказательства достаточности, в первую очередь, заметим, что задача (P 0
p )

разрешима благодаря включениям zδ
k
[λ
k

p] ∈ Dδ
k,εk

p , k = 1, 2, . . . , ограниченности после-
довательности zδ

k
[λ
k

p], k = 1, 2, . . . , и условиям на исходные данные задачи. Тогда в
силу той же теоремы 2.2 последовательность λ

k

p, k = 1, 2, . . . , порождаемая итерацион-
ным процессом (2.13) с условиями согласования (2.7), удовлетворяет помимо предельных
соотношений (2.14) и предельному соотношению ‖zδk [λkp]‖2 → ‖z0

p‖2, k → ∞. По этой
причине последовательность zδ

k
[λ
k

p], k = 1, 2, . . . , является искомой ОМП в задаче (P 0
p ),

а значит, она и сходится к z0
p . Далее, так как последовательность zδ

k
[λ
k

p], k = 1, 2, . . . ,

ограничена, то в силу оценки леммы 2.2 условия согласования δk/(αk)6 → 0, k → ∞, в
(2.7) и предельного соотношения αk‖λkp‖ → 0, k → ∞, теоремы 2.2 последовательность
z0[λ

k

p], k = 1, 2, . . . , также ограничена. Одновременно в силу равномерной по k = 1, 2, . . .

ограниченности элементов zδ
k
[λ
k

p], z
0[λ

k

p], и оценки леммы 2.3 получаем предельное соот-
ношение V δk

p (λ
k

p)− V 0
p (λ

k

p)→ 0, k →∞. Так как при этом в силу доказанной сходимости
zδ

k
[λ
k

p]→ z0
p , k →∞, и второго из условий (2.14) имеет место сходимость V δk

p (λkp)→ ‖z0
p‖2,

k →∞, то получаем окончательно V 0
p (λkp)→ sup

λ∈H
V 0
p (λ) = ‖z0

p‖2, k →∞.

З а м е ч а н и е 2.5. Регуляризованный ПЛ в итерационной форме теоремы 2.5, как и
метод итеративной двойственной регуляризации, в случае, когда исходные данные задачи
(P 0

p ) задаются с фиксированной конечной ошибкой, может быть снабжен и правилом
останова итерационного процесса (2.13), подобным правилу теоремы 2.3.
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З а м е ч а н и е 2.6. Подчеркнем, что сформулированные регуляризованные ПЛ 2.4,
2.5 принципиально отличаются от своего классического аналога двумя важными обстоя-
тельствами: 1) они справедливы без каких-либо предположений регулярности (существо-
вания вектора Куна–Таккера) задачи (P 0

p ); 2) они «устойчивы» по отношению к ошибкам
исходных данных и могут использоваться, в частности, для решения некорректных задач,
если последовательность λk, k = 1, 2, . . . выбирается в соответствии с указанными в них
алгоритмами регуляризации в двойственной задаче. При этом содержащиеся в них усло-
вия обеспечивают одновременно как достаточное, так и необходимое условие существо-
вания ОМП в задаче, что, благодаря лемме 2.1, позволяет трактовать их в то же время
как выражаемые в секвенциальной форме необходимые и достаточные условия обычной
оптимальности в задаче (P 0

p ).

3. ПЛ является предельным вариантом своих регуляризованных аналогов

ПЛ является предельным вариантом своих регуляризованных аналогов при стремле-
нии номеров элементов ОМП к бесконечности. В этом смысле можно говорить, что вся
информация о классическом параметрическом ПЛ содержится в соответствующем пара-
метрическом регуляризованном ПЛ. Одновременно регуляризованные ПЛ вырождаются
в пределе в случае невыполнимости своих классических аналогов. Для пояснения ска-
занного опять вернемся к «простейшей» задаче (P 0

p ). Действительно, в случае разреши-
мости двойственной задачи, т. е. в случае ∂β(p) 6= ∅, в соответствии с утверждениями
теорем 2.4, 2.5, благодаря сильной сходимости соответствующих ОМП (напомним, что
zδ[λ] ≡ argmin{Lδp(z, λ), z ∈ D} ) к оптимальному элементу z0

p и последовательности
двойственной переменной к нормальному решению двойственной задачи λ0

p, получаем в
пределе при k → ∞ неравенство L0

p(z
0
p , λ

0
p) ≤ L0

p(z, λ
0
p) ∀ z ∈ D (из (2.11) — в случае

теоремы 2.4 и соответственно из (2.14) — в случае теоремы 2.5). Если же ∂β(p) = ∅,
но ∂∞β(p) 6= {0}, то для перехода к пределу в соотношениях теорем 2.4, 2.5 поступа-
ем несколько хитрее. Воспользуемся для этого двумя важными фактами, связанными со
свойствами субдифференцируемости выпуклой полунепрерывной снизу функции значе-
ний β (см. лемму 1.1). Первый из них заключается в том, что каждая такая функция
в гильбертовом пространстве является субдифференцируемой на плотном множестве ее
эффективного множества (см. лемму 1.2, а также [14, теорема 4.3]). Второй же связан с
известным представлением для асимптотического субдифференциала выпуклого полуне-
прерывного снизу функционала (см., например, [15, утверждение 4C2])

∂∞β(p) = lim sup
p′
β→p, t↓0

t∂β(p′) ≡
{
w − lim

k→∞
tkζk : tk ↓ 0, ζk ∈ ∂β(pk), pk

β→ p
}
,

где символ p′
β→ p означает, что (p′, β(p′))→ (p, β(p)), а символ t ↓ 0 означает сходимость

к нулю справа. Тогда возьмем произвольную слабую предельную точку вида

λ̃p = w − lim
k→∞, pk β→p, sk↓0

skλ
0
pk

с λ0
pk
∈ −∂β(pk), причем в соответствии с теоремами 2.4 и 2.5 в данном случае в качестве

λ0
pk

можно взять любой элемент из −∂β(pk) (см. замечание 1.1). Так как в задаче с p = pk

имеем ∂β(pk) 6= ∅, то по доказанному выше можем записать

L0
pk(z

0
pk , sk, skλ

0
pk) ≤ L0

pk(z, sk, skλ
0
pk) ∀ z ∈ D,
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где L0
p(z, s, λ) ≡ s‖z‖2 + 〈λ,A0z − h0 − p〉. Переходя теперь в последнем неравенстве оче-

видным образом к пределу при k → ∞ с учетом предельного соотношения z0
pk
→ z0

p ,

k → ∞ (так как ‖z0
pk
‖2 → ‖z0

p‖2 в силу предельного соотношения pk
β→ p и z0

pk
слабо

сходится к z0
p при k → ∞ ), получаем неравенство L0

p(z
0
p , 0, λ̃p) ≤ L0

p(z, 0, λ̃p) ∀ z ∈ D,
означающее выполнимость нерегулярного ПЛ в задаче ‖z‖2 → min, A0z = h0 + p, z ∈ D.
Итак, регуляризованные ПЛ теорем 2.4, 2.5 в пределе «приводят» к классическому ПЛ
при любом p ∈ domβ, для которого либо субдифференциал ∂β(p) не пуст, либо, в случае
его пустоты, асимптотический субдифференциал ∂∞β(p) состоит не из одного нуля. Если
же одновременно ∂β(p) = ∅, ∂∞β(p) = {0}, то регуляризованные ПЛ теорем 2.4, 2.5 в
пределе вырождаются.

4. О связи экстремалей функционалов Тихонова и Лагранжа

Оказывается, что приближения в соответствии с регуляризованным ПЛ теоремы 2.4 в
случае D = Z «являются приближениями» по методу Тихонова. Другими словами, полу-
ченные А.Н. Тихоновым в 1963 г. приближения к решению задачи ( IP ) в случае D = Z

были, по сути дела, приближениями в соответствии с регуляризованным ПЛ теоремы 2.4
для эквивалентной задачи условной минимизации (P ). Поясним сказанное. Опять рас-
сматриваем задачу (P 0) = (P ) как элемент при δ = 0 семейства зависящих от числового
параметра δ, δ ∈ [0, δ0), δ0 > 0 — некоторое число, задач (P δ) = (P δ

0 ) (см. раздел 2.),
считая при этом, что ‖Aδ − A0‖ ≤ Cδ, ‖hδ − h0‖ ≤ Cδ с некоторой постоянной C > 0,

которая не зависит от δ.

С одной стороны, метод регуляризации (стабилизации) Тихонова для задачи ( IP 0 ) за-
ключается [2–4] в отыскании решений zδ,α(δ) задачи минимизации сглаживающего функ-
ционала — функционала Тихонова M δ,α(δ)(z) ≡ ‖Aδz− hδ‖2 +α(δ)‖z‖2 → min, z ∈ D при
условии согласования δ2/α(δ) → 0, α(δ) → 0, δ → 0, что сводится к решению вариаци-
онного неравенства (0.1). В этом случае для экстремалей zδ,α(δ) функционала Тихонова
— приближенных решений задачи ( IP 0 ), как известно [2–4], имеет место при указанных
условиях предельное соотношение ‖zδ,α(δ)− z0‖ → 0, δ → 0, где z0 — решение (нормаль-
ное) точной задачи ( IP 0 ).

В свою очередь, с другой стороны, алгоритм двойственной регуляризации теоремы 2.1
(см. также [17]) для задачи (P 0) (тихоновская стабилизация двойственной к (P 0 ) задачи)
предполагает решение задачи

V δ(λ)− α(δ)‖λ‖2 ≡ min
z∈D
{‖z‖2 + 〈λ,Aδz − hδ〉} − α(δ)‖λ‖2 → max, λ ∈ H,

λδ,α(δ) ≡ argmax{V δ(λ)− α(δ)‖λ‖2 : λ ∈ H},
при условии согласования δ/α(δ) → 0, α(δ) → 0, δ → 0 с последующим нахождением
экстремалей функционала Лагранжа zδ[λδ,α(δ)] ≡ argmin{‖z‖2 + 〈λδ,α(δ), Aδz−hδ〉 : z ∈ D}.
При этом в соответствии с теоремой 2.1 сходимости метода двойственной регуляризации
(см. также [17]) имеет место предельное соотношение ‖zδ[λδ,α(δ)]− z0‖ → 0, δ → 0.

Элемент λδ,α(δ) есть решение (см. [17]) уравнения

(V δ(λ)− α(δ)‖λ‖2)′ = 0

(в этом случае функционал V δ(·) непрерывно дифференцируем по Фреше при λ ∈ H и,
с учетом сильной выпуклости ‖ · ‖2, V δ ′(λ) = Aδzδ[λ] − hδ, см., например, [17, лемма 3])
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или уравнения
Aδzδ[λ]− hδ − 2α(δ)λ = 0

с zδ[λ] ≡ argmin{‖z‖2 + 〈λ,Aδz − hδ〉 : z ∈ D} = PrD(−1
2
Aδ∗λ). Отсюда выводим, что

элемент λδ,α(δ) есть решение уравнения

AδPrD(−1

2
Aδ∗λ)− hδ − 2α(δ)λ = 0 (4.1)

или
Aδ∗AδPrD(−1

2
Aδ∗λ) + 4α(δ)(−1

2
Aδ∗λ) = Aδ∗hδ. (4.2)

Таким образом, элемент −1
2
Aδ∗λδ,α(δ) = argmin{‖z‖2 + 〈λδ,α(δ), Aδz − hδ〉 : z ∈ Z} явля-

ется решением уравнения

Aδ∗AδPrDz + 4α(δ)z = Aδ∗hδ, z ∈ Z,

при этом его проекция на D — элемент zδ[λδ,α(δ)] = PrD(−1
2
Aδ∗λδ,α(δ)) — приближенное

решение исходной задачи (P 0 ), т. е. задачи ‖z‖2 → min, A0z = h0, z ∈ D, по методу
двойственной регуляризации. В частном случае D = Z получаем, что приближенное ре-
шение задачи (P 0 ), т. е. элемент −1

2
Aδ∗λδ,α(δ) — приближенное решение исходной задачи

(P 0 ), т. е. задачи ‖z‖2 → min, A0z = h0, z ∈ Z, по методу двойственной регуляриза-
ции — является одновременно приближенным решением эквивалентной задачи ( IP 0 ) по
методу Тихонова с заменой α(δ) на 4α(δ) в известном [2–4] операторном уравнении для
экстремалей функционала Тихонова

Aδ∗Aδz + α(δ)z = Aδ∗hδ, z ∈ Z. (4.3)

Итак, в случае D = Z приближенные решения задачи (IP 0) и (P 0) являются реше-
ниями одного и того же уравнения для экстремалей (4.3), но взятого при разных значе-
ниях параметра регуляризации α(δ). Если же D 6= Z, то приближенные решения задачи
( IP 0 ) по методу регуляризации Тихонова и задачи (P 0 ) в соответствии с регуляризаци-
ей ПЛ теоремы 2.4 существенно разнятся: в первом случае приближения находятся как
решения вариационного неравенства (0.1), во втором же, нахождение приближенного ре-
шения заключается в выполнении последовательно трех операций, первая из которых —
решение регуляризованной двойственной задачи и нахождение элемента λδ,α(δ), например,
посредством решения уравнения (4.1) или уравнения (4.2), вторая — вычисление значения
сопряженного оператора −(1/2)Aδ∗λδ,α(δ), а третья — нахождение проекции полученного
элемента на множество D.
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